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0Motivation (Mischung hochviskoser Fluide)
Die dynamische Viskosität η erfasst das Fließverhalten von Gasen und Flüs-
sigkeiten. Man unterscheidet hierbei drei Klassen*
• niedrigviskose (dünnflüssige) Stoffe mit 0mPas ≤ η ≤ 100mPas, z.B.
Wasser, Benzin, Ethylenglycol
• mittelviskose (dickflüssige) Stoffe mit 100mPas < η ≤ 3000mPas, z.B.
Schweröl RMG 380, Klarlack, Kleister
• hochviskose (zähflüssige bzw. pastöse) Stoffe mit 3000mPas < η, z.B.
Vaseline, Dispersionen, Standöl, Farbpaste
*Definition in Anlehnung an DIN 51550, DIN 53018, DIN 53019 und DIN 54453.
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0Motivation (Mischung hochviskoser Fluide)
Die Mischung bzw. Durchmischung hochviskoser Fluide spielt in folgenden
Bereichen eine zentrale Rolle
• Lebensmittelindustrie (Thermohomogenisieren von
Schokoladenmassen, Herstellung von Speiseeis, Zumischen von
Gewürzen und Inhaltsstoffen in der Schmelzkäseherstellung, etc.)
• Mischen und Einfärben von Silikon
• Kunststoffindustrie(Homogenisieren von Polymerschmelzen,
mehrkomponentiger Spritzgussprozess, etc.)
Der Mischungsvorgang dient dabei der Einstellung gewisser makroskopischer
Eigenschaften.
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0Motivation (Mischung hochviskoser Fluide)
Spezieller Fokus der aktuellen Forschung wird auf instabile hochviskose Flui-
de gelegt. Instabilität bezeichnet dabei die Neigung zur diffusionsindizierten
Entmischung und Phasenvergröberung haben.
Beispiele solcher Diffusionsprozesse:
◮ Spinodale Entmischung und Alterung von SnPb-Lotlegierungen
0,3 mm
Quelle: T. Böhme. Investigations of microstructural changes in lead-free solder alloys by means of phase field theories.
Dissertationsschrift, Technische Universität Berlin, 2008.
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0Motivation (Mischung hochviskoser Fluide)
Spezieller Fokus der aktuellen Forschung wird auf instabile hochviskose Flui-
de gelegt. Instabilität bezeichnet dabei die Neigung zur diffusionsindizierten
Entmischung und Phasenvergröberung haben.
Beispiele solcher Diffusionsprozesse:
◮ Thermische Strukturierung und anschließende Vergröberung von
PDMS/PEMS-Mischungen
a2a1 a3 a4
Quelle: A. Voit. Photothermische Strukturierung binärer Polymermischungen. Dissertationsschrift, Universität Bayreuth,
2007.
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0Motivation (Mischung hochviskoser Fluide)
Spezieller Fokus der aktuellen Forschung wird auf instabile hochviskose Flui-
de gelegt. Instabilität bezeichnet dabei die Neigung zur diffusionsindizierten
Entmischung und Phasenvergröberung haben.
Beispiele solcher Diffusionsprozesse:
◮ Konvektionsgetriebene Mischung vs. diffusionsindizierte Entmischung
binärer Fluide
Quelle: D. Anders & K. Weinberg. A thermodynamically consistent approach to phase-separating viscous fluids. Journal
of Non-Equilibrium Thermodynamics, 2018.
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0Grundlagen der Entmischung und Vergröberung
Stabilitätsbetrachtung in einem binären System:
◮ Das System ist stabil für T > Tcrit..
2-Phasen
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Stabilitätsbetrachtung in einem binären System:
◮ Das System ist metastabil für T = Tcrit..
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0Grundlagen der Entmischung und Vergröberung
Stabilitätsbetrachtung in einem binären System:
◮ Das System ist instabil für T < Tcrit. ⇒ Entmischung in cα und cβ .
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0Grundlagen der Entmischung und Vergröberung
Vergröberung in einem binären System:
• Minimierung der Oberflächenenergie ist die treibende Größe
• Wachstum größerer Phasen auf Kosten kleinerer Partikel
(verallgemeinerter Gibbs-Thomson-Effekt)
⇒ Vergröberung der gesamten Mikrostruktur
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0Phasenfeldmodellierung
Varianten der Grenzschichtformulierung
◮ Sharp-interface Modelle mit unstetigen Grenzschichten.
− Nachteile: Numerische Probleme bei der Formulierung von
Randbedingungen und großen topologischen Änderungen
sharp interface
O
rd
nu
ng
sp
ar
am
et
er
Länge x
22.03.2018 Prof. Dr.-Ing. Denis Anders | SAXSIM 2018 8/22
0Phasenfeldmodellierung
Varianten der Grenzschichtformulierung
◮ Diffuse-interface Modelle mit glattem Übergangsbereich der
Grenzschichten.
diffuse interface
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0Phasenfeldmodellierung
Vorgehensweise bei der Phasenfeldmodellierung:
• Einführung von Phasenfeldvariablen (Ordnungsparametern)
φ := (φ1, . . . , φn)
• Ginzburg-Landau Energiefunktional
E (φ,T) :=
∫
Ω
(
Ψcon (φ,T) + Ψint (∇φ,T)
)
dΩ
• Konfigurationsenergie
Ψcon (φ,T) : =
n∑
i=1
g0i (T ,p)φi + θ (T)
n∑
i=1
φi lnφi
+ gexc (T ,p, φ1, . . . , φn)
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0Phasenfeldmodellierung
Vorgehensweise bei der Phasenfeldmodellierung:
• implizite Grenzschichtformulierung durch
Ψint (∇φ,T) :=
n∑
i=1
κi
2
‖∇φi‖
2
• Phasenfeld-Gleichungen für i = 1,2, . . . ,n
∂φi (
#«
x , t)
∂t
= −∇ ·
(
L∇
δE
δφi (
#«
x , t)
)
+ ηi (
#«
x , t)
〈ηi (
#«
x , t)〉 = 0
〈ηi (
#«
x , t) ηi (
#«
x ′, t′)〉 = −2kBTLii∆δ (
#«
x −
#«
x ′) δ (t − t′)
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0Phasenfeldmodellierung (Beispiel)
Phasenfeldgleichung für ein binäres System:
• Cahn-Hilliard Gleichung mit φ1 = c, φ2 = 1− c
∂c
∂t
= ∇ · (M∇µ) = ∇ · (M∇ (∂cΨ
con − κ∆c))
auf Ω× (0, T )
• Mobilität
M(c) =
1
θ
Dc (1− c) ,
mit Diffusionsmatrix D aus Arrhenius-Gleichung
• Chemisches Potential µ = δcE = ∂cΨcon − κ∆c
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0Konvektive Cahn-Hilliard Gleichung
Zur Beschreibung inkompressibler, hochviskoser binärer Strömungen wird die
klassische Cahn-Hilliard Gleichung erweitert. Die wesentlichen Evolutions-
gleichungen folgen aus der Variation der Lagrangefunktion
L =
∫ T
0
∫
Ω

12ρ ‖ #«u‖2︸ ︷︷ ︸
kin. Energie
− ρ
(
Ψcon +Ψint
)︸ ︷︷ ︸
pot. Energie

 dΩdt
δL
⇒ ρ
(
∂
#«
u
∂t
+
#«
u∇
#«
u
)
= −∇p¯ +∇ ·
[
η
(
∇
#«
u +∇
#«
u T
)]
+ µ∇c
∇ ·
#«
u = 0
∂c
∂t
+∇ · (
#«
u c) = ∇ · (M∇µ) auf Ω× (0, T ]
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0Konvektive Cahn-Hilliard Gleichung
Fokus auf quasistationäre ebene Strömung reduziert das Gleichungssystem
auf die Form. Finde c : Ω× (0, T ]→ R mit
∂c
∂t
+∇ · (
#«
u c) = ∇ · (M∇ (∂cΨ
con − κ∆c)) auf Ω× (0, T ] (1)
Anfangs- und Randbedingungen:
c (
#«
x ,0) = c0 (
#«
x ) auf Ω, (2)
−
#«
j ·
#«
n = M∇µ ·
#«
n = M∇ (∂cΨ
con − κ∆c) ·
#«
n = 0 auf ∂Ω× [0, T ] (3)
∇c ·
#«
n = 0 at ∂Ω× [0, T ] (4)
Hierbei ist #«n der äußere Normaleneinheitsvektor. Die Mobilität M = MI ist in
unserem Fall in unserem Fall isotrop und konstant. Das Geschwindigkeitsfeld
#«
u ∈ Hdiv(Ω)∩ [C(Ω)]
2 (with Hdiv(Ω) := {
#«
v ∈ [L2(Ω)]2 : ∇·
#«
v ∈ L2(Ω)}) ist eine
bekannte Funktion mit ∇ · #«u = 0 auf Ω und #«u · #«n = 0 auf ∂Ω.
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0Numerische Approximation mittels B-Splines
Variationelle Formulierung des Problems:
Multiplikation von Gl. (1) mit der Variation δc, partielle Integration und Anwen-
dung der homogenen Randbedingungen (3, 4) liefert mit den Eigenschaften
von #«u die schwache Form: Finde c ∈ H2 (Ω) so dass ∀ δc ∈ H2 (Ω) gilt:∫
Ω
∂c
∂t
δc dΩ−
∫
Ω
#«
u c∇δc dΩ = −M
∫
Ω
∇ (∂cΨ
con (c))∇δc dΩ
−Mκ
∫
Ω
∆c∆δc dΩ
(5)
Hierbei istH2 (Ω) der Sobolev-Raum der quadratintegrierbaren Funktionenmit
quadratintegrierbarer erster und zweiter Ableitung. FE-Basisfunktionen müs-
sen damit stückweise glatt und global C1-stetig sein.
Für die Auswertung von Eq. (5) benötigt man Ableitungen von Ψcon. Diese
lauten:
∂cΨ
con = g1 − g2 + θ ln
(
c
1− c
)
+ χ (1− 2c) ,
∇ (∂cΨ
con (c)) = ∂2cΨ
con (c)∇c =
[
θ
c (1− c)
− 2χ
]
∇c.
(6)
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0Numerische Approximation mittels B-Splines
B-Splines als FE-Basisfunktionen
• B-Spline Basisfunktionen sind rekursiv definiert:
Ni,p (x) : =
x − ξi
ξi+p − ξi
Ni,p−1 (x) +
ξi+p+1 − x
ξi+p+1 − ξi+1
Ni+1,p−1 (x)
Ni,0 (x) : =
{
1 falls ξi ≤ x < ξi+1
0 sonst.
,
mit p = 1,2,3, . . . (Polynomgrad der B-Spline Funktion) und
#«
ξ = {ξ1, ξ2, ξ3, . . .} (Knotenvektor).
• Multivariate B-Spline Funktionen folgen aus dem Tensorprodukt
univariater B-Splines (z.B. 3d):
Nijk,p (x, y) := Ni,p (x) · Nj,p (y) · Nk,p (z)
Quelle: J.A Cottrell, T.J.R. Hughes & Y. Bazilevs. Isogeometric analysis: toward integration of CAD and FEA. John Wiley & Sons,
2009.
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0Numerische Approximation mittels B-Splines
B-Spline Basisfunktionen für p = 2 und gleichförmigen Knotenvektor
#«
ξ =
{0,1,2,3, . . .}
Ni,p (x) :
Nij,p (x, y) :
Nijk,p (x, y, z) :
1 20 3
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0Numerische Approximation mittels B-Splines
Eigenschaften von B-Spline Funktionen:
• Ohne mehrfache interne Knoten sind B-Spline Funktionen Cp−1-stetig.
• B-Splines liefern eine Zerlegung der Eins:
n∑
i=1
Ni,p (x) = 1 ∀x ∈
[
ξ1, ξn+p+1
]
.
• Jeder B-Spline Ni,p (x) hat einen kompakten Träger
[
ξi , ξi+p+1
]
.
• Jeder B-Spline ist nicht-negativ (Ni,p (x) ≥ 0, ∀x).
• Quadratische Konvergenz bei der FE-Approximation!
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0Numerische Simulation eines hochviskosen binären Systems
• Die Simulation erfolgt mit dimensionslosen Parametern in einem
repräsentativen Gebiet Ω = [0,1]2.
• Wir setzen M = 1, θ = 1, χ = 2.5, κ = 2.5 · 10−4. Die Parameter g1 und
g2 werden nicht berücksichtigt, da lediglich ∂2cΨ
con (c) in der
variationellen Formulierung des Problems auftaucht.
• Anfangskonzentration c0 (
#«
x ) = 0.65± 1%
• Für das Geschwindigkeitsfeld verwenden wir gemäß Kay et al.
#«
u (x, y) := f (r) (2y − 1,1− 2x)T , (x, y) ∈ Ω := (0,1)2 ,
mit r =
√(
x − 12
)2
+
(
y − 12
)2
und f (r) := 12 (1+ tanh (β (rc − r))),
wobei β = 200, rc = 0.4.
Quelle: D. Kay, V. Styles, & E. Süli. Discontinuous Galerkin finite element approximation of the Cahn-Hilliard equation
with convection. SIAM J. Numer. Anal. 47:2660–2685, 2009.
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0Numerische Simulation eines hochviskosen binären Systems
Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes als Vektorplot
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0Numerische Simulation eines hochviskosen binären Systems
Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes als Vektorplot
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0Numerische Simulation eines hochviskosen binären Systems
Ergebnisse der numerischen Simulation mit 64× 64 Elementen:
t = 0.0001 t = 0.0005 t = 0.0035
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0Numerische Simulation eines hochviskosen binären Systems
Ergebnisse der numerischen Simulation mit 64× 64 Elementen:
t = 0.005 t = 0.01 t = 0.015
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0Numerische Simulation eines hochviskosen binären Systems
Ergebnisse der numerischen Simulation mit 64× 64 Elementen:
t = 0.02 t = 0.025 t = 0.03
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0Numerische Simulation eines hochviskosen binären Systems
Ergebnisse der numerischen Simulation mit 64× 64 Elementen:
t = 0.035 t = 0.04 t = 0.05
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0Zusammenfassung und Ausblick
• Die Phasenfeldmethode erweist sich als ein mächtiges Werkzeug zur
Modellierung mehrkomponentiger Systeme.
• Isogeometrische FE-Ansätze mit B-Splines erlauben die effiziente
Diskretisierung der Grenzschicht-Terme.
• Aktuell werden Phasenfeldgleichungen für Probleme der
Fluidmechanik, Bruchmechanik sowie der Kopplung in chemisch
reaktiven Systemen eingesetzt.
lokale Konzentration c Vergleichsspannung nach v. Mises σv in N/mm2
Quelle: K. Weinberg, M. Werner & D. Anders. A chemo-mechanical model of diffusion in reactive systems. Entropy, 2018.
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